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1) (C) Sejam x e y 0s nUmeros escritos nos outros dois vértices que aparecem nas faces
que contém o segmento com 0s numeros 2 e 7, como mostrado na figura a seguir.
Observando as faces que possuem o Vvértice com o0 nimero 2 temos
2+x+7=2+7+y=2+x+yimplicando x = ¥y = 7. A soma dos nUmeros nos
vértices de cada face deve ser 2+ 7+ 7 = 16. Para descobrir o nimero no vértice
inferior basta observar uma das faces que ele faz parte e concluimos que é um 2.

Logo, a soma dos numeros escritos em todos os vérticesé 7+ 7+ 7+ 2+ 2 = 25,

2) (C) Se x é a posicdo de Josias, x — 1 pessoas chegaram antes dele e 2016 — x
chegaram depois. Consequentemente, 4(x — 1) = 2016 — x, ou seja, x = 404,
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3) (D) Existem 5 algarismos impares: 1, 3, 5, 7 e 9. Portanto, existem 5-5 = 25
ndmeros de exatamente dois digitos sendo todos eles impares. Logo, no méximo
25— 18 = 7 casas ndo receberam jornal.

4) (E) Os seguintes exemplos mostram que qualquer uma das letras pode figurar na casa
cinza:

O |B |O O |B |O OB |O
O O O
O |B |O O B |M O M|B

5) (D) Como os pedacos séo iguais e eles podem ser divididos em grupos para 2, 3 e 5
pessoas, a quantidade de pedacos deve ser um multiplo do minimo multiplo comum
desses nimeros, ou seja, multiplo de 30. De fato, com 30 pedacos iguais é imediato
verificar que a divisdo desejada é possivel.

6) (B) Seja x = 2015, entdo a expressao dada pode ser reescrita como

x¥—18 (- +x+1) x-1
12 4524+ (x+1)2 2(x24+x+1) 2
Assim, o valor procurado é 2222 = 1007.

-
&

7) (C). Pela desigualdade triangular aplicada aos triangulos ABC e ABD, temos:

x < 44+3=7e8+x = 10,
respectivamente. Isto nos permite concluir que 2 << x < 7. A principio, os valores
possivels de x sdo: 3, 4, 5 ou 6. Uma das consequéncias da reciproca da desigualdade
triangular é que trés nimeros positivos sdo medidas de lados de um triangulo se 0 maior
deles € menor que a soma dos outros dois. Os 4 valores encontrados satisfazem as
condicdes.

8) (E) A tabela abaixo mostra a soma das notas dos alunos das salas A e B nas provas
de Matematica e Portugués:

Turma A Turma B
Matematica 6 -20 = 120 9 - 30 = 270
Portugués 8-20 =160 | 5 30 = 150

A andlise do grafico mostra imediatamente que o0s itens a) e b) sdo falsos. A média de
matematica dos alunos das duas salas ¢ 222> = 7,8 e assim 0 item c) também é
falso. As médias das duas provas nas salas A e B sdo 280/40 = 7 e 420/60 = 7,

respectivamente. Isto mostra que o item d) também ¢é falso. Finalmente, podemos
verificar que o item e) é verdadeiro, pois a media geral das notas é

120 + 160 + 270 + 150 _
20+20+30+30
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9) (C) Como o arco CA mede 44™ e EF, CD e AF séo paralelos, podemos concluir que
os arcos DB, CE e FD sdo congruentes e também medem 44°. Além disso, dado que CB
é um diametro, o arco EF mede 180" — 44° — 44° — 44° = 48° Finalmente, sendo
£ECF um angulo inscrito determinado pelo arco EF, o valor de x é 48°/2 = 24°,

10) (B) Fatorando 2016 em primos, obtemos 2016 = 2°- 3*- 7. Assim, n! deve
conter pelos menos essas poténcias de primos como seus divisores. Para que apareca o
fator 7 na fatoracdo de n!, devemos ter n = 7. Como 2% nédo divide 7! = 5040, o
proximo candidato é 8! = 40320 = 20 - 2016, Portanto, o menor valor de n € 8.

11) (B) Divida a tela do videogame, usando as mediatrizes dos seus lados, em quatro
retangulos iguais denotados por A, B, C e D. Considere ainda o retdngulo sombreado R
formados pelos centros destes quatro retangulos.

Vv

A distancia de videogame sempre é menor ou igual a distancia euclidiana usual na tela e
a troca de posicdo de 2 desses 4 retangulos com um lado em comum ndo muda a
distancia de videogame entre dois pontos quaisquer inseridos neles, apesar de
eventualmente mudar a distancia euclidiana na tela. Veja a figura anterior.
Consequentemente, dados quaisquer dois pontos da tela, apés algumas trocas de
posicBes de retangulos, podemos supor que existem dois pontos no retangulo R cuja
distancia euclidiana € igual a distancia de videogame entre eles. Como a maior distancia

em R é sua diagonal, que mede = 2,5, podemos concluir que nenhuma distancia

de videogame entre dois pontos é maior que 2,5. Além disso, veja que a distancia de
videogame entre o centro da tela e qualquer um dos cantos € 2,5.

-
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12) (C) Pelo critério de divisibilidade por 11, para que ab2016 seja divisivel por 11,
devemos ter

11 | (a+2+1)-(b+0+6)=a—b—3.
Além disso, para que o nimero dado seja divisivel por 9, devemos ter
9la+b+24+0+1+6=a+b+9.
Como a +b = 18, as Unicas possibilidades que satisfazem a relacdo de divisibilidade
anterior sdo a +b = 9 ou a + b = 18. No primeiro caso, temos
11 | a—b—3 = 2(3—b)
O unico digito que satisfaz a relacdo anterior ¢ b = 3. Consequentemente, @ = 6. No
segundo caso, a =b =9e11 | 9—9—3 = —3 Isso é um absurdo e a Unica solucéo
possivel é (a,b) = (6,3).

13) (D) Sejam p e q a medidas dos angulos £ BAD e £ EAC, respectivamente. Como
BA = BE, seque que £ ABE = £ BAE = p+ x. Analogamente, como AC = DC,
temos £ DAC = £ADC = x+ q. Pela reciproca do Teorema de Pitagoras, como
BC? = AB*+ AC? segue que p +q +x = £ BAC = 90°. Finalmente, analisando a
soma dos angulos do triangulo DAE, temos
180" = (p+x)+x+ (g+ x) =90 + 2x, oU Seja, x = 45.

14) (C) A primeira pessoa a responder ndo pode estar dizendo a verdade, pois assim
parte das pessoas que estdo atrds dela também estdo falando a verdade ao dizerem que a
pessoa a sua frente € mentirosa. Como a primeira pessoa a responder mentiu, a segunda
pessoa falou a verdade. Assim a terceira pessoa mentiu e a quarta falou a verdade.
Repetindo essa andlise, podemos conluir que as pessoas na fila se alternam entre
honestos e mentirosos. Logo, existem 2016/2 = 1008 pessoas mentirosas na fila.

15) (D) Como o ponteio dos minutos é doze vezes mais rapido que o ponteiro das horas,
em ambas as situagdes, para um deslocamento em um arco de tamanho k do ponteiro
das horas, o ponteiro dos minutos terd se deslocado 12k. Seja | o comprimento da
circunferéncia do relégio. No reldgio de Esmeralda, apds um encontro dos ponteiros, o

proximo se dard quando 12k +k =1, ou seja, k = E Assim, Dado um certo encontro,

0s proximos em um intervalo de 12 horas ocorrerdo nos instantes correspondentes aos
deslocamentos do ponteiro das horas de “tamanhos”:
I 21 31 121

13'13"13" " 13
Para o relégio normal, dado o encontro dos ponteiros, 0 proXimo encontro ocorrera

quando 12k —k =1, ou seja, k = E Assim, dado um certo encontro, 0s proximos em

um intervalo de 12 horas ocorrerdo nos instantes correspondentes aos deslocamentos do
ponteiro das horas de tamanhos:
I 21 31 101

11°11°11°""" 11,

Veja que em um intervalo de 12 horas, existem 2 encontros a mais no reldgio de
Esmeralda em comparagdo a um reldgio normal. Durante um dia completo, teremos
y=x+4
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16) (D) O angulo interno de qualquer vértice de um poligono regular de n lados é
180 (n— 2)

- :
Consequentemente, £ABL = 90° £ABI = 108° £ABC = 135° Dai, £CBI = 27°
e £LBEC = 360°-90°— 135° = 135" Como LB = BEC = BI, os triangulos LBC e
CBI sdo isésceles de bases LC e Cl. Assim

180° — 135° 180°— 27°
x =£LLCE + £BCI = > + 5 = 997

17) (D) A soma total das quantidades de pedras é 1+ 2+ 3+...+9+ 11 = 56. Para
que as pilhas possuam uma mesma quantidade k de pedras este inteiro deve ser um
divisor de 56. Alem disso, como alguma das pilhas no final do processo contera a pilha
com 11 pedras, cada uma deve ter 11 ou mais pedras. Analisando os divisores de 56,
temos apenas as possibilidades 14, 28 e 56 como possiveis valores de k. Veja que a cada
juncéo de pilhas, a quantidade total delas diminui em apenas uma unidade. Assim, para
que no final tenhamos apenas uma pilha com 56 pedras, serdo necessarios 9 usos da
operacdo. Para obtermos duas pilhas com 28, precisamos fazer 8 operacGes. Finalmente,
para obtermos 4 pilhas com 14, precisamos usar 6 operagdes. De fato, podemos executar
explicitamente essas 6 operacdes indicando-as pelo simbolo de + e agrupando as pilhas
correspondentes entre parénteses:

(11+3),(9+5).(8+6),(7+4+2+1)

18) (C) Sejam x e y as dimensfes do retangulo e n o lado do quadrado. Como
2x+ 2y =58, temos x+y = 29, Supondo x = y, as possiveis dimensdes do
retangulo sdo:

(x,v) = (1,28),(2,27),(3,26),...,(14,15)
Destes pares, apenas 0 (4,25) tem como produto de seus elementos um quadrado
perfeito. Logo, n = +/4- 25 = 10.
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19) (A)

Sejam | a intersecdo de AD e BF e O o centro da circunferéncia. Como FA = AB e
AY = AX, segue que os arcos FX e BX sdo iguais, ou seja, FE || XY. Assim, os
triangulos RS54 e X¥ A sdo semelhantes e

SR SR Al 1- (senzABI) 1

2 XY Ao _ 1 2’
pois ZABI = 30°e AB = A0 = 0B. Logo, SR = 1.

20) (E) Em um conjunto com n elementos a quantidade de subconjuntos formados por
dois de seus elementos & 22 Sejam x e y as quantidades de numeros pares e impares

na lista de Janaina, respectivamente. Temos x +y = 10 e, pela condi¢cdo dada no

enunciado, *~2 +"’"“":ﬂ = 4xy (), pois a soma de dois nimeros com paridades

diferentes gera um ndmero impar e a soma de dois nimeros de mesma paridade gera um
namero par. Substituindo ¥ =10 —x na Ultima equacdo, podemos concluir que
x*—9x+10=0. Essa equacdo possui duas solucdes: x=1 ou x=9. Como
(x,¥) = (9.,1) satisfaz a condicdo (*), o valor maximo de x é 9.

21) (A) Como o lado do quadrado mede 6, temos DM = MC = CE = 3. Os
triangulos CEH e DEA sdo semelhantes. Dai,
CH CE 3 1

DA DE 9 3
Portanto, CH = 6/3=2 ¢ HB=CB—CH =4, A area do quadrilitero CHAM,
denotada por [CHAM], pode ser obtida através da equacéo:

3-6 2-6
[CHAM] = [ACM]+ [ACH] = ——+t—5 =15
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Pelo Teorema de Pitagoras aplicado no triangulo ADE, temos
[AEFG] = AE*=AD*+DE?=117.

Logo,

[CHAM] 15 5

[AEFG] 117 39

22) (A) Como todos os algarismos séo ndo nulos, podemos cancelar os termos repetidos
nas duas equacdes obtendo: Z = §* x I*. Como Z é um algarismo, S = 1 ou 2. No
primeiro caso, I* = 4 ou 9. No segundo caso, a (nica opg¢do é I* = 1. Assim, as
possibilidades sdo: (5,17 = (1,2),(1,3) e (2,1). Dado que E é diferente de | e S, temos
7 opgdes para a sua escolha. Vejamos numa tabela quais os possivel produtos
P=5X E X IX 5edeZoriundos destas escolhas.

S |1 E |P |Z2 |S |I E |P |Z2 |S |I E |P |Z
112 (3 |6 |4 (1 |3 |2 (6 |9 (2 |1 |3 |12]8
1 12 (4 |8 |4 |1 |3 |4 (12|19 (2 |1 |4 |16 |8
112 (5 |(10|4 |1 |3 |5 (15|9 |2 |1 |5 |20 |8
1 12 (6 [12|4 |1 |3 |6 [(18|9 |2 |1 |6 |24 |8
1 12 (7 14|41 |3 |7 (219 (2 |1 |7 |28|8
112 (8 |16|4 |1 |3 |8 [(24|9 (2 |1 |8 |32]8
112 (9 |18|4 |1 |3 |9 (279 (2 |1 |9 |36 |8

Da tabela anterior, excluindo as combinacBes que fazem Z ser uma das letras ja
escolhidas, podemos concluir que existem 12 valores distintos para P: 6, 10, 12, 14, 15,
16, 18, 20, 21, 24, 28 e 36.

23) (E) Note que um més possui 4 ou 5 sabados e que 365 = 7 - 52 + 1, Entdo, um ano
possui 52 semanas completas e 1 ou 2 dias extras, dependendo dele ser ou ndo bissexto.
Desse modo, um ano terd 52 ou 53 sibados e, chamando de x 0 nimero de meses com
5 sabados, podemos analisar as equacoes:
5x+4(12—x)=52=x+48=52=x=4:
5x+4(12—x)=53= x4+ 48=53x=5,

Entdo, um ano é sabadoso quando possui 53 sabados e isso acontece quando 1 de
janeiro é sabado ou quando 2 de janeiro € sdbado e o ano é bissexto, como acontece com
2016. Quando um ano é bissexto, o dia 1 de janeiro “avanca dois dias na semana” em
relacdo ao ano anterior e, quando o ano ndo é bissexto, “ele avanca apenas um dia na
semana” também em relagdo ao ano anterior. Desse modo, podemos montar a tabela a
seguir com os dias 1 de janeiro dos préximos anos.

Ano 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022

1 de jan sexta | domingo | segunda | terga quarta sexta sabado

Portanto, o proximo ano sabadoso sera 2022,
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24) (C) Considere um numero de até quatro digitos, denotado por abcd, € veja que a
diferenca entre ele a soma dos seus digitos é:

abcd — (a+ b+ c+ d) =999a+ 99b + 9c.

Se a = 1, o resultado passa de 1000. Além disso, se um numero possuir 5 ou mais
digitos, uma diferenca semelhante & mencionada anteriormente, também sera maior que
1000. Se @ = 0, temos 10 opgdes para o &, 10 opcles para 0 ¢ e devemos subtrair a
opcao em que ambos s&o zero, pois sO nos interessa resultados maiores que 1 e menores
que 1000. Entdo, nesse caso, temos 10-10 —1 = 99 nlmeros sagazes. Se a =1,
entdo a diferenca serda menor que 1000 apenas para b= ¢ = 0 e isto nos produz o
namero sagaz 999. Note que ndo h& nimeros contados com repeticdo, pois para digitos
a,b,c,x,¥,z a igualdade 999a + 99b+ 9¢c =999x + 99y + 9z é equivalente a
999(a—x)+99(b—y)+9(c—=z)=10 e isto implica a=x, b=y e c=z
Concluimos entdo que existem 99+ 1 =100 ndmeros sagazes maiores que 1 e
menores que 1000,

25) (D) A sequéncia EBEPEPFP possui oito pérolas e nenhuma sequéncia equivalente.

Considere uma sequéncia qualquer com 9 pérolas. Dividamos o problema em dois
casos:

1) Se ndo existam trés delas consecutivas com a mesma cor, entdo ou as pérolas estdo
distribuidas em cores alternadas ao longo do colar ou existem duas de mesma cor. Se
elas possuem cores alternadas, digamos EPEPEP..., qualquer trecho com 5 pérolas
consecutivas contera 2 sequéncias equivalentes. Se existem duas consecutivas de
mesma cor entre as 7 peérolas que ndo sdo extremos do colar, digamos EB, 0s seus
vizinhos devem ser ambos da cor oposta, ou seja, devemos encontrar a sequéncia
PBBP. Como mencionado no enunciado, existem duas sequéncias equivalentes neste
trecho do colar. Caso as 7 pérolas que ndo sdo extremos tenham cores alternadas,
seguindo o caso anterior, qualquer trecho de 5 delas contera duas 2 sequéncias
equivalentes.

2) Se existem trés pérolas consecutivas de mesma cor, digamos BEE B, e se uma das duas
continuagbes em seus extremos ndo for da cor oposta, teremos imediatamente duas
sequéncias equivalentes. Supondo agora que suas continuagOes sdo da cor oposta, se
elas ndo estiverem em um dos extremos do colar, aparecera o trecho PBEEP que
contém duas sequéncias equivalentes. Caso BB B esteja em um dos extremos, digamos
no esquerdo; e ndo existam trés letras consecutivas de mesma cor fora dos extremos,
entdo as suas possiveis continuagdes sdo:

BEBPPE BEBEPER,BEEPEF
Nas duas primeiras continuac@es anteriores, temos 3 sequéncias equivalentes. Para ndo
formarmos duas sequéncias equivalentes a Gnica continuagdo possivel é:

BEBPEPPP

Agora, qualquer acréscimo de nova perola no extremo direito, gera duas sequéncias
equivalentes.

Ou seja, qualquer sequéncia com 9 pérolas possuira duas sequéncias equivalentes.
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